DMATIC Matematica Discreta I
ETSI INF. (UPM) GII 2020-21

Tema 1: Relaciones de orden. Algebras de Boole
Algebras de Boole. Expresiones booleanas.

1. Demuestra que en un algebra de Boole se verifican las siguientes propiedades:

a

c) Sia<b<c,entonces(aAb)V(aAbAc)V(bAc)V(anc)=D.

)
b) Sia < bentoncesaV (bAc)=bA(aVec).
)
d)

a<boanb =0 adVb=1.
2. Construye un isomorfismo entre (p {1,2,3,4},C) y (B", <"), para algin n.

3. Sea (A, <) un algebra de Boole ;Cuéntos elementos minimales tiene A — {0}, si A es un algebra de
Boole de 8 elementos? ;Y si A tiene 16 elementos?

4. Halla la tabla de verdad de la funcién f : B> — B definida por la expresién E (x,y) = (x Ay’) V
(yA (" Vy)).

5. Determina S(f) para las funciones f : B> — B definidas por:

a) f(xyz)=xAy
b) f(x,y,2) =z
¢) f(xy,2) =(xAy)Vz

6. Determina todas las funciones booleanas binarias que cumplen:
f(a'.b) = f(ab") = (f(ab)

7. Escribe las expresiones booleanas que definen los siguientes mapas de Karnaugh:
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8. Se considera el conjunto

a) S(f) ={(1,1,0,0),(1,1,1,1),(1,0,1,1),(1,0,0,0), (0,0,0, 1), (0,1,0,0), (0,0,0,0), (0, 1,0, 1) }.
b) S(f) ={(0,0,0,1),(0,0,1,0), (0,1,0,0),(0,1,0,1),(0,1,1,1),(0,1,1,0),(1,1,0,0),(1,1,1,1),(1,0,1,0) }.



Simplifica la expresion booleana de la funcion f que toma valor 1 en el conjunto S (f) y 0 en el resto,
mediante el mapa de Karnaugh.

9. Completa los huecos de la tabla teniendo en cuenta que la expresion que se desea obtener ha de ser
lo més sencilla posible. Determina esa expresion y dibuja el mapa de Karnaugh correspondiente.

X|ylz|fxy.2)
000 1
0/0]1 0
0[1]0 1
011 1
1ofo 1
101 0
110 1
1011 1

10. Dada la funcién booleana f : B* — B f (x,y, z, t) = xyzt +xy’zt +xyzt’ +xy’zt’ +x'y'2't' +x'yz't’ +

x'y’'z't + xryzrt, demuestra que f (x,y,z,t) = xz +x'z’
a) Utilizando las propiedades de un Algebra de Boole.
b) Utilizando los mapas de Karnaugh.

11. Simplifica al maximo las siguientes expresiones booleanas:
a) (x"+vy) +y'z

b) (x'y)" (x’ + xyz’)

)

)

c) x(xy' + x'y+y’'z)
d) (x+y)" (xy)

e) y(x +yz)’

f) (x+y'2) (y+2')

12. Utilizando el algoritmo de Quine-McCluskey, halla la expresién booleana minima de la funcién f :
B> — Btal que

S (f) = {{(1’ 1’ 1’ 1’ 1) > (13 1’ 15 09 1)5 (15 19 05 13 1) b (13 0> 1, 1; 1) )
(1,0,1,0,1), (1,0,0,1,1),(1,1,0,0,1), (1,0,0,0,1)}.
13. Simplifica las expresiones booleanas siguientes por el algoritmo de Quine-McCluskey:

a) E(x, y, z, t) = xyzt + xyz’t + xy’zt + xy’2’t + x'yzt + x'y’zt + xyzt’ + x'yzt’ + x"yz’'t’

b) E (x,y,z,t) = xyzt + xy’zt + xyz't + xyzt’ + x'y’zt + x'yz’t + x'yzt + x'yzt’

[

¢) E(x, y, z, t) = xyzt + xy’zt + xyzt’ + xy’zt’ + x'y'2't" + x'yzrtr + x'y'2't + x'yz’'t + x'y’zt

)
)
)
) '

d) E(x,y,2t) = xyzt’ + xy’zt + xy'zt’ + x'yzt + x'yz’t + x'y’zt + x'y’2’t

14. Halla una expresién booleana minima, en forma de suma de productos, para la funcién booleana
cuyo conjunto de verdad es:



a) S(f) = {(01011), (01111), (01001), (01101), (00111), (11010), (11110), (01010), (01110), (00110)}
b) S(f) = {(10001), (01101), (10010), (11101), (01111), (10111), (10011), (11111), (10000), (01010)}
) S(f) = {(0001), (0011), (0110), (0111), (1001), (1010), (1011), (1101), (1111)}
)
)

o

d) S(f) = {(01111), (01011), (11111), (11011), (10011), (10001), (10010), (10000) }
e) S(f) = {(0000), (0001), (0010), (0110), (1000), (1001), (1010), (1011), (1110), (1111)}

15. Encuentra la expresién mas sencilla que detecte dentro del conjunto {0,1,2,..., 15} los nimeros de
los siguientes conjuntos:

a) A = {maltiplos de dos};
b) B = {multiplos de tres};
¢) C = {maultiplos de cuatro};
d) D = {nGmeros primos}.

16. Define una expresion booleana que compare, segun el orden <, cada dos nimeros del conjunto
{0,1,2,3}.

17. Se considera un ascensor dotado de un dispositivo de seguridad para que no puedan viajar nifios
pequenos solos, ni pesos excesivos. Queremos que el ascensor se ponga en marcha cuando esté vacio
o con pesos entre 25 y 300 kilos. Dotamos al ascensor de tres sensores: A sensible a cualquier peso,
B sensible a pesos mayores de 25 kilos y C sensible a pesos superiores a 300 kilos. Disefia el circuito
mas sencillo posible que cumpla dichas condiciones.

18. Halla una expresiéon booleana minima, en forma de suma de productos, para la funcioén booleana que
toma

a) valor 1 en el conjunto numérico C = {1, 3,5,6,7,12,13,14,15}; y

b) valor 0 en el conjunto numérico C’ = {0, 2,4, 8,9,10, 11}

19. Un examen de tipo test consta de 5 preguntas. Las respuestas correctas son:
1*:SI  2%NO 3*SI 4%SI 5*NO

Construye una expresién booleana que analice cada examen y distinga los aprobados de los suspen-
sos. Se considera aprobado si al menos tres respuestas son correctas.

20. El consejo de administracion de una empresa esta compuesto por cinco miembros, {my, ms, ms, mq, ms}.
Se somete a votacion la aprobacion de un proyecto. La votacion es secreta y nadie puede abstener-
se. Suponiendo que nadie vota en blanco, obtener una expresion booleana E, en forma de suma de
productos de las variables binarias x; (tales que x; toma el valor 1 cuando m; vota SI, y 0 en caso
contrario), que tome el valor 1 cuando se aprueba el proyecto con al menos tres votos favorables de

los miembros. Simplifica la expresiéon E.

21. Una barrera de paso a nivel depende de un semaforo que muestra uno de los tres colores (verde,
rojo, naranja) y una sefial luminosa de color blanco. La barrera se cierra para no dejarnos pasar si
el semaforo estd en rojo o simultaneamente el seméaforo esti en naranja y la sefal blanca activada.
Encuentra, mediante un mapa de Karnaugh la expresion booleana mas simple, en forma de suma de
productos, que representa la apertura de dicha barrera.



22. La aparicion de una cifra decimal en el visor de una calculadora se produce mediante un circuito con
cuatro entradas, que se corresponden con el codigo binario del digito y siete salidas {f; : i = 1,...,7},
que se presentan como pequeiios segmentos, iluminados o no en el visor, segin el siguiente esquema:

f1
f f
6 ‘ 2
fs f3
fa

a) Traza la tabla de verdad de cada una de las funciones booleanas f;: B* — B que represente este
fenémeno binario.

b) Encuentra expresiones minimas en forma de suma de productos para f; y f>.

23. Para evitar errores de transmision en ciertos mensajes codificados, es frecuente afiadir un bit, llamado
de control, a un bloque de bits. Asi, por ejemplo, en la representacioén de cifras decimales mediante
un codigo binario,

= se representa como agqasazaic = 00001,
= se representa como agasaza;c = 00010,
= se representa como agasaza;c = 00100,

= se representa como agdsazaic = 00111.

El bit de paridad ¢ vale 1 si el nimero de unos del bloque es par y vale 0 en caso contrario. Define
una expresion para c que verifique lo anterior para los digitos del 0 al 9, de manera que sea lo mas
simplificada posible en la forma suma de productos.

24. Cuatro personas X, Y, Z, T cuyos votos valen, respectivamente, 1, 4, 6 y 9 puntos, votan sobre distin-
tos proyectos. Ninguna de las cuatro personas se abstiene, ni vota en blanco o nulo.

Se denotan por x, y, z, t las variables que toman el valor 1 cuando las personas X, Y, Z y T, respecti-
vamente, votan a favor del proyecto y toman el valor 0 cuando votan en contra del mismo.

a) Obtener una expresion booleana para la funcién f(x, y, z, t) que toma el valor 1 cuando el pro-
yecto es aceptado con mayoria absoluta de puntos (al menos 11 puntos) y 0 en caso contrario.

b) Simplificar la expresion anterior en forma de “suma de productos”.

25. Un circuito eléctrico que consta de tres interruptores A, By C y de una lampara L(A, B, C) cumple
las siguientes condiciones: 1. L se enciende si A y C estan cerrados o si By C estan cerrados. 2. L
se apaga si estan A y C abiertos y B cerrado, si estan A cerrado y B y C abiertos o si estin A y B
cerrados y C abierto. Obtener una expresién booleana para la lampara L(A, B, C), en forma de suma
de productos minima, que verifique las condiciones anteriores.

26. Una asamblea de 36 personas es convocada a votar para aceptar o rechazar distintas propuestas.
La asamblea esta dividida en cuatro grupos X, Y, Z, T, que cuentan con 5, 8, 10 y 13 miembros,
respectivamente. A cada propuesta, todos los miembros de un grupo votan en el mismo sentido y
nunca un grupo se abstiene. Las propuestas se aceptan si y solo si alcanzan la mayoria absoluta.



27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

a) Determina la tabla de verdad de la funcién f(x,y, z, t) que toma valor 1 si se aprueba una pro-
puesta y 0 si se rechaza.

b) Determina una expresion booleana para f(x, y, z, t) en forma de suma de productos minima.

Definir una expresiéon booleana minima, en forma de suma de productos, para la funcién f que a
cada ntimero de 0 a 15 le hace corresponder el valor cero si el nimero es menor que 5 y el valor uno
si el niimero es mayor o igual que 5.

Halla una expresiéon booleana minima, en forma de suma de productos, para la funcioén booleana que
toma el valor 1 en el subconjunto de los nimeros que no son primos del conjunto C = {0, 1, 2, ..., 15}.

Define una expresion booleana que distinga los ntimeros {0, 1,3, 4,7, 8,9, 10, 11, 15} dentro del con-
junto C ={0,1,2,...,15}.

Encuentra la expresiéon mas sencilla que detecte dentro del conjunto {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9} los nu-
meros del conjunto {0, 3,4,5,7,8,9}.

Sea la funcién booleana f: B* — Btal que f(x,y,zt) = 1si(x,y,zt) difiere de (0, 1, 0, 0) dos digitos
como maximo y f(x,y,z,t) = 0 en otro caso. Encuentra una expresién minima, en forma de suma
de productos para f.

El consejo de administracién de una empresa se retine para votar unas propuestas. El peso del voto
de cada uno de los miembros es proporcional al porcentaje de acciones que representa. Utilizando
el algoritmo de Quine-McCluskey, define una expresién booleana minima que apruebe la propuesta
cuando en la votacién se produce mayoria absoluta. (La representacion de los miembros del consejo
es: A35%,B28%,C21%yD 16 %).

Construye una funcién booleana que calcule el tercer digito del resultado, en binario y leyendo de
derecha a izquierda, de multiplicar por 5 un nimero de 0 a 9. Encuentra una expresién minima, en
forma de suma de productos, para esta funcién.

Una empresa quimica consta de una planta de produccién donde se elaboran los productos diferentes
{Py, P,, P3, Py, Ps, Pg, P, Pg}. La direccion de la empresa desea abrir una nueva planta de producciéon
de pequefio tamafio en la que se fabriquen sélo algunos de los productos. Considerando que los
productos P, P; deben elaborarse conjuntamente, los productos Ps, Ps, Ps deben elaborarse conjun-
tamente, los productos P, P; deben elaborarse conjuntamente y que los beneficios previstos por la
elaboracion de cada uno de los productos, son los que se presentan en la siguiente tabla:

Producto P1 Pz P3 P4 P5 P6 P7 Pg
Beneficio| 6 | 4 |2 | 2|4 |2]3]|3

Disefiar una estrategia para obtener un beneficio de, al menos, 15 unidades, construyendo una fun-
cion booleana que represente el problema, definida por su expresion.



